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Tutorium zur Vorlesung
,Grundlagen der Mathematik I

-Bearbeitungsvorschlag-

1. Wir verwenden i.f. aus Lemma 3.5 (nur), daB8 (z - y)~! = 27! . y~! (siehe 3.5f), sowie (z7!)~! ==

(siehe 3.5b).
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Etwas kiirzer geht es, wenn wir aus 3.5f) (%)_1 = Y und a) verwenden:
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2. a) Hier ist die Grundmenge G = Q und die Definitionsmenge D = Q \ {—1,0}. Gesucht ist die

Losungsmenge
2 1 2 3
L:{ -1, ———z——i}.
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Esist fir z € Q\ {—1,0}
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— 2%z +1) - (z+1)? = 2z(z+1)? — 322 (z aus dem Nenner)
— 234202 22— 22 -1 = 2z(2® +22+1) — 322 (ausmultiplizieren, binomische Formel)
— 23 +22% —2® -2 —1 = 2% + 42% + 22 — 322 (ausmultiplizieren)
— 23 +2?-22-1 =23 +22+ 2 (zusammenfassen)
— -z =1 (alle z auf eine Seite)
= o=+

4

Da 2 = —3 auch tatséchlich in Q \ {—1,0} liegt, ist damit L = {—}



b)

Wir formen die Gleichung folgendermafien um, wobei wir zwei Faustregeln anwenden, die sich
bewéhrt haben:

e Tritt in einer Gleichung eine Wurzel auf, so versuchen wir sie (bevor wir ans Quadrie-
ren gehen) auf einer Seite der Gleichung zu isolieren, also die Gleichung in die Form
»Vkrims = krams“ zu bringen. (Wichtig!)

e Treten in einer Gleichung zwei Wurzeln auf, versuchen wir sie vor dem Quadrieren auf
verschiedene Seiten der Gleichung zu bringen.

(Man probiere aus, was passiert, wenn man diese Faustregeln nicht beachtet: Die zweite
Faustregel erspart nur gelegentlich einige Multiplikationen und ist eher Geschmackssache; die
erste dagegen verhindert Katastrophen!)

Es ist fiir x € [—2,7]

Virz +10 -7 -z =3

VBiz+10=34+V7—12  (aweite Faustregel)

52410 = (3+ V7 —x)>  (quadrieren)

520 4+10=9+2-3-V/T—2+7—2  (binomische Formel)
50 +10=16—2+6-V7—=x

6r—6=6-V7—=x

r—1=7—z (erste Faustregel)

(z—-1)>2=7-2z (erneut quadrieren)

z? — 2 +1=7—=x (binomische Formel)
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trdrorel

-z — 6 =0. (alle z auf eine Seite)

Wie man solche quadratischen Gleichungen lésen kann, wissen wir aus der Schule (oder von
Ubungsblatt 4/ Aufgabe 4); es ist 22 —x — 6 = (x — 3)(x + 2), also sind die Losungen hier 3
und —2.

Damit sind wir aber noch nicht fertig. Denn zum einen wissen wir (da in unserer Umformungs-
kette auch Implikationspfeile = statt ausschlieBlich Aquivalenzpfeilen <= vorkamen) nur:
Wenn x eine Losung der Ausgangsgleichung ist, dann ist x € {3, —2}; anders gesagt: 3 und
—2 sind die einzigen mdglichen Losungen, bzw. nur x = 3 oder x = —2 kommen als Lésungen
in Frage. Auflerdem ist zu priifen, ob die Losungen iiberhaupt im Intervall [—2, 7] liegen, wie
in der Aufgabenstellung gefordert.

Letzteres ist fiir beide Kandidaten erfiillt, so dafl wir mit beiden die Probe anhand der Aus-
gangsgleichung machen miissen: Fiir x = 3 ist

Vor+10—-vVT—2=vV5-24+410—V7T—-3=vV25—-V4=5-2=3,

so dafl x = 3 tatséchlich eine Losung ist. Fiir x = —2 aber ist
VB +10 VT —2=+/5-(=2) 10— /7T— (=2) = V0 - V9= —3 #£3,
so dafl x = —2 keine Losung der Ausgangsgleichung ist.

Die Losungsmenge ist also L = {3}.

Es ist
r+y=a+bvV2+c+dvV2=(a+c)+ (b+d)V2
sowie

z-y=(a+bv2)- (c+dv2) = ac+ adV2 + bev2 + 2bd = (ac + 2bd) + (ad + be) V2.



b) Da mit a,b,c,d auch a + b, b+ d, ac 4+ 2bd und ad + be in Q liegen, folgt z + y,x -y € K
aus den Formeln aus Teil a). Wegen —(a + bv/2) = (—a) + (—=b) - v/2 und —a, —b € Q folgt
auflerdem —z € K.

a) 1) Seien a,b € K mit 0 < a und 0 < b. Aus 0 < a folgt wegen 0 < b und dem Monotoniege-
setz 3.8 iv) bzgl. ,,-“, daB 0- b < a - b; nun ist (siehe 3.5¢) 0-b = 0, also gilt

0<a-b. V

ii) Seien a,b,c,d € K mit 0 <a < ¢ (also 0 <a A a < ¢; wegen der Transitivitdt 3.8 ii) ist
dann auch 0 < ¢) und 0 < b (also 0 <b A b < d).
Aus a < ¢ folgt wegen 0 < b und dem Monotoniegesetz 3.8 iv) bzgl. ,-“, daBBa-b < c-b
und
aus b < d folgt wegen 0 < ¢ und dem Monotoniegesetz 3.8 iv) bzgl. ,,-“, da b-c < d - c.
Also gilt wegen der Transitivitdt 3.8 ii) und ¢-b =b- ¢, dal

a-b<d-c=c-d. v
b) Wir wihlen fiir ein Gegenbeispiel @ = —1,¢ =1 und b = —4,d = 1. Dann ist

a<cANb<d, aber a-c=4>1=c-d.



